SEGNALI A TEMPO DISCRETO
Impulso e altri segnali canonici discreti

Trasformata Zeta
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IMPULSO E ALTRI SEGNALI CANONICI

DISCRETI

e Scgnali canonici discreti

X 0 k<0
sca(]{:):<1 > 0
. (0 k<0
ra,m(k):<k > 0

part(k) =\ bk —1)/2

.

(scalino)

(rampa)

k<0

k>0 (parabola)
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Z sca® (1) = ram* (k) Z ram*(7) = par” (k)
1=—00 1=—00
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e Impulso (simbolo di Kronecker)

imp*(k) A
1y
e % B¢ 3
—2 -1 0 1 2 3
k
Z imp* (i) = sca™(k)
1=—00

A

[lustrazioni dal testo “Fondamenti di Controlli Automatici (Bolzern, Scattolini, Schiavoni)” per gentile concessione degli Autori



TRASFORMATA ZETA

Generalita

e Funzione complessa f di variabile intera k, z = pe’? € C"
—~+00
F(z) = Z[f(k)] =) _ f(k)z™"
k=0

*x dz: convergenza serie = p: raggio di convergenza (F'(z)
esiste all’esterno del cerchio p > p)
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e Trasformata razionale

* radici di N(z) = 0: zeri
* radici di D(z) = 0: poli (f reale: p = max(p;))

¢ Formula di antitrasformazione (p > p)

F(k) = 27 P(2)] = jﬁ F(2)251dz

27

* f(k) =0, k < 0= corrispondenza biunivoca
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e Trasformata dell’impulso

+o00
Z[imp*(k)] = Zimp*(k)z_k =1

k=0

e Trasformata dello scalino (p = 1)

Z

+00
Z[sca® (k)] = Zz‘k =
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Proprieta principali

e [ .inecarita

Zlaf(k) + Bg(k)] = aF(z) + G (2)

e Ritardo
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e Anticipo

2| (k)] = 2[f(k +1)] = 2F(2) = 2£(0)

m—1

Z[f)| = 2[f(k+m)] = 2" F(z) =2 3 f(k)z"

k=0

¢ Prodotto per un esponenziale

2 [ak ()] = F (=)

(87

* trasformata dell’esponenziale (p = |a|)

Z

Z [aFsca* (k)] = P
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e Derivazione nel dominio della variabile complessa

2l ()] =~

* trasformata della rampa

Z[ram* (k)] : (“”i 1) :

T - (z —1)2
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* trasformata della parabola

par®(k) = 0.5[kram* (k) — ram™ (k)]

Z|kram” (k)] : ((Z 51)2) _ z(z+1)

-7 dz  (z—1)3
J

Zlpar’ (W] = 5
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¢ Convoluzione nel dominio del tempo

f

* prodotto di convoluzione

) x fak Zfl ) fa(k —1) Zfl — 1) f2(1)

+_o;Oo +<:_OO
_ Zfl(i)fg(k — i) = Z fill =D f2(D)
= fa(k) * f1(k)
Y

Z[f1(k) * fa(k)] = F1(2) F3(2)
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* fi(k) = a¥sca*(k), f2(k) = sca*(k)

ZIf1(k) * f2(k)] = (z—a)(z - 1)
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e Teorema del valore iniziale

£(0) = lim F(z)

Z—r 00

[lustrazioni dal testo “Fondamenti di Controlli Automatici (Bolzern, Scattolini, Schiavoni)” per gentile concessione degli Autori

14



e Teorema del valore finale (f ha trasformata razionale £’ con
poli in 2 = 1 0 con modulo minore di 1)

lim f(k)=lm(z—1)F(2)

k— 00 z—1

* f(k) = aFsca*(k)

k * .

a"sca (k)] |- = lim —

. L * 1 . Z _{O —1<a<l1
R SO
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e Tabella di trasformate

£ () F(z)
imp™ (k) 1
sca* (k) - i 1
ram” (k) (z —1)2
par” (k) (z—1)
aFsca* (k) > j a
Fram* =~
a (k) (z — a)Z
| . zsin (9)
sin (0k)sca™ (k) 22 — 2c0s (0)z + 1
] z[z — cos ()]
cos (FR)sea™(k) | 5o (@2 + 1
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Sviluppo di Heaviside e lunga divisione

e Antitrasformazione di funzione razionale

* grado di D(z) maggiore o uguale al grado di N (z)

* N(z) e D(z) a coefficienti reali
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e Poli distinti e non nulli

n

2D(z)=[Gz+p)  pu#ph#J

1=

N(z) <
[[imo(z+pi) Z

1=

Z + Di
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* calcolo dei residui

N(-p)  _  N(-p)
Do wip —p)  d2D(2)

P = | F(Z)]

Z=—p;

f(k) =27 F(2)] =

= Poimp* (k) +
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e Esempio

z — 10
F —
(2) (2 +2)(z + 5)
z—10 :P0+ P n Py
2(z4+2)(z+5) 2z  z+2 z+5
—10 —2—10 -5 —10
07 2.5 LT 2(—2+5) 7 _5(—5+2)
N2
— 10
By=z1] =%
f(k) [(z+2)(z+5)]

= —imp* (k) + [2(=2)" — (=5)"] sca*(k)
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e Poli complessi coniugati ¢/o multipli ...cfr. trasformata di
Laplace

¢ Metodo della lunga divisione

% rinuncia all’antitrasformata di £'(z) in forma chiusa: valori
assunti da f(k) nei singoli istanti di tempo ottenuti per
divisione N/D

z—10
z+2)(z+5)
— 2 172724109272 = 59324 + ...

F(z)=

FO)=0 fFA)=1 f@)=-17 f(3)=109 f(4)=—593

[lustrazioni dal testo “Fondamenti di Controlli Automatici (Bolzern, Scattolini, Schiavoni)” per gentile concessione degli Autori

21



