SISTEMI LINEARI E STAZIONARI A TEMPO
CONTINUO

Movimento ed equilibrio

Stabilita
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MOVIMENTO ED EQUILIBRIO

e Sistema lineare e stazionario (u € R™, z € R", y € RP)

#(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

Formula di Lagrange

e Inrispostaa u(t), t > to, x(tg) = Ty,

t
x(t) = ey, +/ eA=7) Bu(r)dr

to

t
y(t) = CeAlt=tly, 1+ ¢ [ A=) Bu(r)dr + Du(t)
to
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* movimenti liberi (tg = 0)

2(t) = ety

yi(t) = C’eA(t_t“)xtO

* movimenti forzati

t
yr(t) = C | A7) Bu(r)dr + Du(t)
to
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Rappresentazioni equivalenti

e Trasformazione di stato

2(t) = Ta (1)
r(t) = T 14(¢)

Y

* sistema dinamico equivalente (A e A: stessi autovalori)

#(t) = Az (t) + Bu(t)
y(t) = Ci(t) + Du(t)

~ A~ ~

A=TAT™' B=TB C=CT"' D=D
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e Esempio: sistema meccanico

l\§'1>

j?l(t) 0 0 1 0 gjl(t) 0 0
)| | 0 0 01| |z 0 0
wat) | T |- i 00| |z T o
&4(2) L ar 3 0 0] Lza(?) 0 =
5151(1})
_ z2(t)
y(t)=[1 0 0 O] 23(%)
.584(1;)

|

w1 (t)
w9 (t)

|
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* trasformazione di stato

#1(t) = 21(t)
#a(t) = 2(t) — 21(t)
#3(t) = 23(t)

F4(1) = 24(t) — 23(1)

1 0 0 0
=11 0 o0
I'= 0O 0 1 0
0O 0 -1 1
Y
W [0 0 101ra@my [0 0
o (t) 0 0 O Lpdas) ), | 0 0 ul(t)]
T3(t) 0 My 00 | 23(t) i O | [ua(t)
By(t) ] Lo R o o] Lay()] | -5 55
#1(8)
T2(t)
H=[1000]|"
T4(t)
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Autovalori e modi
e Matrice della dinamica diagonalizzabile (autovalori distinti:
T =Tp) o
A= Ap = diag{s1,52,...,8n}

* movimento libero dello stato

Nk
i = (4nt)
Fi(t) = e D%OzzT:@O
k=0
s (1) s (s2t)” o (520" |
= diag Z k! ’Z g "Z (O
k=0 k=0 k=0
= diag{e®*, e®2t, ... e*!}i

wi(t) = Tp'ta(t) = Totdiag{e®t, e, ... e} Thmg

yi(t) = CT diag{e®*?, e, ..., e VT pag
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r1(t) = T 2(t) = Ty diag{e®'t, e*>*, ..., e YT pxg

yi(t) = CTy diag{e®'?, e®, ..., e YT

x e%t: modi aperiodici

x e%itsin (w;t + ¢;): modi pseudoperiodici
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e Modi dei sistemi dinamici con autovalori distinti

8
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e Esempio: sistema massa-molla

Posizione
di riposo

* legge fondamentale della dinamica

Mij(t) = —ky(t) — hy(t) + u(t)
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* legge fondamentale della dinamica

Myj(t) = —ky(t) — hy(t) 4 u(t)

* rappresentazione di stato (¢

[ﬁ;ﬁgl = [—kO/M —hl/M] [i;g” T ll/M

y(t) =[1 0]z(t)

* autovalori

h h? k

o N T M

S1 =

:y,fEQ:Q)

oo
27T T oM

] u(t)

h2

k

AM?

M
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x autovalori distinti (h? # 4MK)

1 59 —1
Tp = —
D S9 — S1 |:_31 1 ]

AD = TDAT51 = diag{sl, 82}
U

% movimenti liberi (h? > 4MK)

Zl?g(t) — # (3211701 — $02)€81t . (815601 L $02)€32t
S2 — S1 (31323701 — 81$02)€81t _ (513701 _ $02)882t
1

S92 — 51
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x movimenti liberi (h? < 4AMK)

Y Y A s

7T oM VM T e
e, o
§ =02 + w2 Y = arcsin— = arccos

—QSiIl (wt — ")/).513'01 -+ lSiIl (wt)ll?og ]

z1(t) = e [ ]

2
" sin (wt)zor + 2sin (wt + ¥)Zo2

Y 1
yl(t) — eO't (_asin (wt — "/)Cl’}()l -+ aSiIl (wt)a?()g)
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