MATRICI

Definizioni e operazioni fondamentali
Autovalori e autovettori

Potenza

Esponenziale

Limiti, derivate e integrali
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DEFINIZIONI E OPERAZIONI
FONDAMENTALI

Generalita

e Matrice: tabella di numeri o funzioni organizzate in n righe e
m colonne

aii ai» A1m
21 422 ... Q2m

*x A = 0: matrice nulla
* n = 1: vettore riga
*x m = 1: vettore colonna

* n =m = 1: scalare
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ail ai» .o A1m
a2 a9 . e aom

Ldn1  Anp2 cos Opm

e Matrice quadrata (n = m)
* elementi a;;: diagonale
* a;; = 0, ¢ < j7: matrice triangolare inferiore
* a;; = 0,7 > j: matrice triangolare superiore

* a;; = 0,1 # j:matrice diagonale, A = I (a;; = 1): matrice
diagonale
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e Partizione in blocchi

A . Bnl Xm1 O‘n-l X1m2
(nitn2)x(mitma) =\ 'y o B sems

e Matrice quadrata con blocchi (di pari indice) quadrati
* matrice diagonale a blocchi
* matrice triangolare a blocchi

* diagonale dei blocchi

e Matrici uguali: stesse dimensioni ed elementi uguali
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Operazioni su una matrice

e Trasposta: b?;j = Qj;
B=A

e Complemento algebrico }Lj di a;; di una matrice quadrata n X
n: matrice (n — 1) X (n — 1) ottenuta eliminando la riga 7 ¢ la
colonna 3
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Operazioni su una matrice

e Determinante

aii
det(A) =\ 1 4 (=1)1 i det (fiij) =i ai(—1)"det (z‘ie‘j)
* n=2
det(A) = a11a22 — a12a91
*n=3

dEt(A) = (11022033 + 12023031 + 413032021

— 031013022 — 432023011 — 12021033

* matrice triangolare a blocchi con blocchi quadrati sulla dia-
gonale: prodotto dei determinanti dei blocchi
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Operazioni su una matrice

e Matrice aggiunta di una matrice quadrata

adj(4) = [(=1)™"det(A)l; _ ¢
i=1,...
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Operazioni su una matrice
e Matrice non singolare (invertibile)

1

Al = adj(A
det(A) 2N )
1
det(A~1) =
HAT) = Jet(a)
* n=2
A~ — 1 a22 —a12
11022 — A120d21 | —Ad21 aii

* A =diag{ai,as,...,an}

A1 =dia,g{l,i,...ji}
ap a2 Un
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Operazioni su una matrice

e Prodotto di uno scalare o per una matrice A: v A (moltiplicando
tutti gli elementi di A per «)

* matrice quadrata

det(aA) = a"det(A)
e Minore: determinante del blocco quadrato estratto

e Rango p(A) di unamatrice n X m: massimo intero per cui esiste
un minore diverso da zero

0 < p(A) < min{n,m}

* matrice di rango massimo: p(A) = min{n,m}, n =m =

det(A) # 0
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e k righe (colonne) A; linearmente indipendenti:
k
D iAi#0 Yy #0
i=1

* max numero di righe (colonne) linearmente indipendenti =
rango

e Traccia

tr(A") = tr(A)
tr(ad) = atr(A)

e Norma di un vettore (w € R™)

|w|| = (w%+w%+...+wi)1/g
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Operazioni tra matrici

e Somma
C=A+ B c,,;j:a,ij%—b%-j
A+0=A4

e Prodotto

11
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Operazioni tra matrici
e Prodotto

* AB # BA'!

* Al, =1, A=A

xn=m AAT I =A"1A=1T

x A, B quadrate: (AB)~!1 = B~14-1

[lustrazioni dal testo “Fondamenti di Controlli Automatici (Bolzern, Scattolini, Schiavoni)” per gentile concessione degli Autori

12



Operazioni tra matrici

e Potenza (k € N)
AP =AA.. . A

A= (457 = (a7
* A diagonale

A¥ = diag {a,l, as ., .

)
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Operazioni tra matrici

e Propricta

* Apsems Bmxn

tr(AB) = tr(BA)  det(AB) = det(BA)

* A, B quadrate

tr(A+B) = tr(A)+tr(B) det(AB) = det(A)det(B)
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AUTOVALORI E AUTOVETTORI

Generalita

e Polinomio caratteristico: A,,xn, A € C

©(\) = det(A\I—A) = A"+ N 4o\ 24, Fa,_ 1 A\ +a,

* equazione caratteristica (a; € R)

¢(A) =0

soluzioni: autovalori di A (reali o complessi coniugati a
coppie)

n n

det(A) =[N (A =D "N

i=1 i=1

* matrice diagonale (triangolare) a blocchi: autovalori dei
blocchi sulla diagonale
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e Trasformazione di similitudine: T" non singolare

det (\[ — TAT™") = det (TAT~' = TAT™1)
= det(T)det(A] — A)det (T~1)
= det(A] — A)

* teorema di Cayley-Hamilton

O(A) = A"+ A" b A" 4 a1 Ata, ] =0

e Autovettore v; # 0:

()\,5_[ - A)’U?; =0
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Forma diagonale

e )\;(A) distinti

Alvi v ... wvp]=]v1 w2 ... wy]diag{ii, Az,...

* matrice degli autovettori non singolare
T =
So=lvi va ... v]

U

Ap = TpAT5 = diag{\1, Aa, ..., \n}
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POTENZA

g Aana k E N
P(k) = A"
= (T5'ApTp)" = T5' AL Ty
=T5'®p(k)Tp

* ®(k) diagonalizzata per similitudine

dp(k) = Tp®(k)TH*
= diag {\}. A5, ... )

Pap(k) = TagiAl
1—1
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ESPONENZIALE

® A?’LX?’L: t Z O
(e @)
1 . (At)?
_ At __ - i __
U(t) =e _;i!(At) =In+ Al + =
=15 LdiagW p(t)Tp

* W(t) diagonalizzata per similitudine

Up(t)=TpY(t)TH?

— {eAlt’ e)\zt’ . 6)\”1:}

waﬁ (k) — Zpaﬁz’e%t
=1

+ ...
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