SEGNALI A TEMPO CONTINUO

Trasformata di Laplace

Generalita

e Funzione complessa f di variabile reale £, s = o + jw:

—+ o0

F(s) = LIf(t)] = ft)e™ " dt

0

* ds: convergenza integrale = &: ascissa di convergenza
(F(s) esiste nel semipiano Re(s) > &)

[lustrazioni dal testo “Fondamenti di Controlli Automatici (Bolzern, Scattolini, Schiavoni)” per gentile concessione degli Autori



e Trasformata razionale

* radici di N(s) = 0: zeri
* radici di D(s) = 0: poli (f reale: @ = max(Re(s)))
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e Formula di antitrasformazione (o > o)

o+g500
£(t) = LY [F(s)] = — ] F(s)e*tds

B 27Tj —joo

* f(t) =0, t < 0= corrispondenza biunivoca
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e Trasformata dell’1mpulso

Limp(t)] = /+00 imp(t)e *tdt = e % =1
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e Trasformata dello scalino (& = 0)

—+ o0 —+ o0
Llsca(t)] :/ sca(t)e *'dt :/ e *tdt
0 0

e—st 10 e_gt . e
= — = [_(J oy (cos (wt) — jsin (wt))]
. 0
_0-1 1
—(0+jw) s
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Proprieta principali

e Linearita

Llaf(t) + Bgt)] = aF(s) + BG(s)
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e Traslazione nel dominio del tempo

*

L|f)| = LU =) = e F(s)

f(t) = asca(t — 1) + Psca(t — )

L[f(t)] = Llasca(t — 11)] + L[Bsca(t — 12)]
= aL[sca(t — 11)] + BL[sca(t — T2)]

—T1i8 — T8
e ' e 2

+ 0

S S

— &
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e Traslazione nel dominio della variabile complessa
£|fw) = £le™ £(1)] = F(s — a)

* trasformata dell’esponenziale (7 = «)

1
S —

L [eYsca(t)| =
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e Derivazione nel dominio del tempo

* derivate successive (s operatore di derivazione)

£ ()] = F(s) = s£(0) = (0)

ﬁldnﬂ J : N S (G

dt™ dti—1
1=1

t=0
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e Derivazione nel dominio della variabile complessa

dF(s)

LItf(t)] = e

* trasformata della rampa

[lustrazioni dal testo “Fondamenti di Controlli Automatici (Bolzern, Scattolini, Schiavoni)” per gentile concessione degli Autori

10



e Integrazione nel dominio del tempo (1/s operatore di integra-
zione)

L [ /0 t f(f)dT] _ %F(s)

* trasformata della parabola

Llpar(t)] = _Llram()] =
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e Convoluzione nel dominio del tempo

* prodotto di convoluzione

+oco —+oco

F1(8) % falt) = / F1(7) falt — 7)dr = / f1(t — ) Fa(m)dn

— 00 — 00

+00 Foo
- / fi(T) fo(t — 7)dr = / J1(t —n)f2(n)dn
0 0

l
LIf1(t) x f2()] = Fi(s) Fa(s)

*x f1(t) = e*sca(t), f2(t) = sca(t)

LUA(E) % fo(t)] = —

- s(s—a)
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e Tcorema del valore iniziale (f ha trasformata razionale F' con
grado del denominatore maggiore del grado del numeratore)

£(0T) = lim sF(s)

S—>r 00
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e Teorema del valore finale (f ha trasformata razionale F' con
grado del denominatore maggiore del grado del numeratore ¢
poli nulli o con parte reale negativa)

lim f
t—00

* f(t) = e*sca(t)

[eo‘tsca(t)] | ot

lim e“*scaf(t)
t—00

(t) = lim sF'(s)

s—0

Iim s
Ss—o0 S — (¥

: 1 0
lim s :{
s—0 s —

a <0
O =
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e Tabella di trasformate

F(0) F(s)
imp(t) 1
1
sca(t) s
1
ram(t) 2
1
par(t) 3
1
e*sca(t) P
te*tsca(t) B —
(s — )2
sin (wt)sca(t) ﬁ
cos (wt)sca(t) 2 _i 2
; w
] 2ws
tsin (wt)sca(t) (2 Fo?)2
2 2
§2 —w
tcos (wt)sca(t) m
e7tsin (wt)scal(t) (s — ;;2 T2
eatcos (wt)sca(tj (8 _30-32(:_ =
2 H . -
te?tsin (wt)scal(t) wis — o) 2
[(5 —0)? + w?]

(s —0)? —w?

(s =) + T’

te“tcos (wt)scalt)
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Sviluppo di Heaviside

e Antitrasformazione di funzione razionale

_N(s)
D(s)

F(s)

x grado di D(s) maggiore del grado di N (s)

x N(s) e D(s) a coefficienti reali
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e Pol1 distinti

"

D(s)=|[(s+p:)  pn#pj,h#3J

1=1

N(s) z”: P;

[Iiei(s+p) = s+p
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* calcolo dei residui

_ N(—pi) A )
H?zl,j;éi(pj — pi) dD(s)
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¢ Esempio

s — 10
F(s) —
(5) (s +2)(s+5)
s — 10 _ Pl n Pg
(s+2)(s+5) s+2 s+5
—2—10 —5—10
1= s T BE g T
Y
_ -1 s —10 (A2t —5¢
f(t)y=2°L [(8+2)(S+5):|(46 + 5¢7!) scal(t)
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e Poli complessi coniugati (p; = p;)

P/,; Pj Pi Pi
— 4+~ = +
S+pi S+pj Stpi ST

Y

Pie Pt + Pje Pit = Pie Pt + P Pit
= 2| P;|eRe("Ptcog (Im(—p;)t + argP;)

* 1in alternativa: identita dei polinomi
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e Esempio

100
Fls) = (5 +1)(s2 +4s + 13)
100
P = = 10
LT 2-3-1)(2+43-1)
100 3
P — _— —— — 9
R I WU SR B S S YA}
Y
100
_ 1
fit) = £ [(s+1)(32+43+13)]
=10 [e7 " + @e‘ztcos (3t + arg(j — 3))] sca(t)
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e Poli multipli

7’

D(s)=][(s+p)™  pn#pjh#]

1=1
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e Poli multipli

* calcolo dei1 residui

s5=—p;

ft :£—1 1|:M
(t) F( ;}; S+p
— (ZZP,,, h _elptt) sca(t)

1=1 h=1
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e Esempio

s+ 18
F(s) s5(s +3)2
s+18 _ Pia 4 P P> o
s(s+ 3)2 5 s+3 (s4+ 3)2
s+ 18
P11 = [sF = =2
1,1 [S (S)”s:o (S—|—3)2 o
d|(s+ 3)2F(s
SPI R 2 0|
S [
o= [(s+3)°F(5)]|,__, = -5
U
g [s+181 2 2 5
ft) = £ [s(s—l—?))Q}ﬁ [s s+3 (s+3)2

= (2 — 2e % — Bte %) sca(t)
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